Appunti sulle serie by Guidetti, Davide
Elementi della teoria delle serie numeriche
1 Generalita’
Lo studio delle serie costituisce una sistemazione rigorosa del concetto di ”somma di una suc-
cessione (infinita) di addendi”: sia (an)n∈N una successione in R. Vogliamo attribuire un senso
preciso alla scrittura
∞∑
n=1
an. (1.1)
Un modo naturale e` il seguente: consideriamo la successione delle somme parziale (sn)n∈N, con
s1 := a1, s2 := a1 + a2, ..., sn := a1 + ...+ an. (1.2)
Definiremo la ”somma di infiniti addendi” in (1.1) come il limite (per n→∞) della successione
(sn)n∈N. Naturalmente, poiche` una successione in R non ha necessariamente limite e, se ce l’ha,
non e` necessariamente un numero reale (potrebbe essere ±∞), non ci aspettiamo che (1.1) sia
ben definita per ogni successione (an)n∈N.
Seguendo questa idea, cominciamo la nostra trattazione con una serie di definizioni.
Definizione 1.1. Sia (an)n∈N una successione a valori in R. Per ogni n ∈ N definiamo sn come
in (1.2).
Chiameremo la successione (sn)n∈N serie associata alla successione (an)n∈N.
Chiameremo sn n−esima somma parziale.
Chiameremo an n−esimo termine della serie.
Indicheremo la successione (sn)n∈N con la scrittura
∞∑
n=1
an.
Definizione 1.2. Sia (an)n∈N una successione a valori in R,
∞∑
n=1
an la serie corrispondente.
Diremo che tale serie e` convergente se ammette limite s reale. Chiameremo s somma
della serie e lo indicheremo con il simbolo
∞∑
n=1
an.
Diremo che la serie e` positivamente (negativamente) divergente se limn→+∞sn =
+∞(−∞).
Diremo che la serie e` oscillante se non esiste (finito o infiinito) limn→+∞sn.
Osservazione 1.1. Dunque, l’espressione ” la serie
∞∑
n=1
an e` convergente e ha limite s” significa
che per ogni  in R+ esiste n() in N tale che, se n ∈ N e n > n(),
|sn − s| = |(a1 + ...+ an)− s| < .
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Osservazione 1.2. Qualche volta, invece di far variare n in N, lo si fa variare in N0, oppure in
{n ∈ N : n ≥ k} per qualche k ∈ N. Dovrebbe allora essere chiaro come modificare la definizione
precedente. Se, ad esempio, si considera n variabile in N0, sn sara’ definito per n ∈ N0 e la
successione (sn)n∈N0 sara’ indicata con la scrittura
∞∑
n=0
an.
Osservazione 1.3. La scrittura
∞∑
n=1
an viene usata per indicare sia la serie, sia la sua somma.
Il contesto dira’ caso per caso a che cosa ci si sta riferendo.
Esempio 1.1. Sia q ∈ R. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
qn, detta serie geometrica
di ragione q.
Cominciamo col procurarci un’espressione esplicita di sn =
n∑
k=1
qk al variare di n in N.
Osserviamo che
sn+1 = sn + q
n+1
e, contemporaneamente,
sn+1 = qsn + q,
da cui ricaviamo sn + q
n+1 = qsn + q. Quest’ultima uguaglianza fornisce, per q 6= 1,
sn =
q − qn+1
1− q .
Se q = 1, si ha, ovviamente,
sn = n.
Riepilogando,
n∑
k=1
qk =
{
q−qn+1
1−q se q 6= 1,
n se q = 1.
(1.3)
Passiamo ora al limite per n→∞. Osserviamo che
lim
n→+∞ q
n+1 =
{
0 se − 1 < q < 1,
+∞ se q > 1.
Se q = −1, qn+1 assume alternativamente i valori 1 e −1.
Infine, se q < −1, q2 > 1. Percio’, la sottosuccessione (q(2k+1)+1)k∈N dei termini di grado
dispari tende a +∞, mentre la sottosuccessione (q(2k)+1)k∈N dei termini di grado pari tende a
−∞, in quanto
Le conclusioni sono allora le seguenti:
(I) se |q| < 1, la serie converge e ha per somma q1−q ;
(II) se q ≥ 1, la serie e` positivamente divergente;
(III) se q = −1, abbiamo sn = −1 per n dispari, sn = 0 per n pari. Quindi la serie e`
oscillante.
(IV) Infine, se q < −1, si ha lim
k→+∞
s2k+1 = −∞, lim
k→+∞
s2k = +∞, da cui segue ancora che
la serie e` oscillante.
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Esempio 1.2. Studiamo la convergenza della serie armonica
∞∑
n=1
1
n
. Per ogni n ∈ N si ha
1
n
≥ 1
x
∀x ∈ [n, n+ 1].
Segue che
1
n
≥
∫ n+1
n
1
x
dx = ln(n+ 1)− ln(n).
Percio’
sn :=
n∑
k=1
1
k
≥ (ln(2)− ln(1)) + ...+ (ln(k + 1)− ln(k)) + ...+ (ln(n+ 1)− ln(n))
= ln(n+ 1).
Segue immediatamente che la serie armonica e` positivamente divergente.
Vediamo ora un’importante condizione necessaria per la convergenza di una serie.
Teorema 1.1. Sia (an)n∈N una successione a valori in R. Supponiamo che la serie
∞∑
n=1
an sia
convergente. Allora, necessariamente, lim
n→+∞ an = 0.
Dimostrazione Sia s la somma della serie e, per n ∈ N, sn l’ n−esima somma parziale. Si
ha lim
n→+∞sn = s ed, evidentemente, anche limn→+∞sn−1 = s. Da cio’, per n ≥ 2,
an = sn − sn−1 → s− s = 0 (n→ +∞).

Osservazione 1.4. Se vale lim
n→+∞ an = 0, la serie
∞∑
n=1
an non e` necessariamente convergente.
L’esempio 1.2 lo dimostra.
Verifichiamo ora che il carattere di una serie (nel senso della classificazione nella Definizione
1.2) non cambia se alteriamo un numero solo un numero finito di termini:
Proposizione 1.1. Siano (an)n∈N e (bn)n∈N tali che, per qualche n0 ∈ N, an = bn se n > n0.
Allora le serie
∑∞
n=1 an e
∑∞
n=1 bn hanno lo stesso carattere (nel senso della Definizione 1.2)).
Dimostrazione Poniamo sn :=
∑n
k=1 ak e tn :=
∑n
k=1 bk (n ∈ N). Se n > n0, si ha
tn =
∑n0
k=1 bk +
∑n
k=n0+1
bk =
∑n0
k=1 bk +
∑n
k=n0+1
ak
= tn0 − sn0 + sn0 +
∑n
k=n0+1
ak = tn0 − sn0 + sn.
Quindi, se
∑∞
n=1 an = s (cioe’ la serie
∑∞
n=1 an e` convergente e ha somma s), la serie
∑∞
n=1 bn e`
convergente e ha somma tn0 − sn0 + s. Analogamente si esaminano gli altri casi (vedi l’Esercizio
1.1). 
Concludiamo questa sezione preliminare con il seguente semplice risultato:
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Teorema 1.2. Siano
∞∑
n=1
an e
∞∑
n=1
bn due serie convergenti, di somma, rispettivamente, s e t, e
sia c ∈ R. Allora:
(I) la serie
∞∑
n=1
(an + bn) e’ convergente e ha per somma s+ t;
(II) la serie
∞∑
n=1
can e’ convergente e ha per somma cs.
Dimostrazione Siano sn e tn l’n−esima somma parziale relative, rispettivamente, a
∞∑
n=1
an e
a
∞∑
n=1
bn. Allora e` facile verificare che
n∑
k=1
(ak + bk) = sn + tn,
da cui segue (I).
Inoltre,
n∑
k=1
cak = csn, da cui segue (II).

Esercizio 1.1. Completare la dimostrazione della Proposizione 1.1.
2 Serie a termini non negativi
Il problema fondamentale che esamineremo e` stabilire se una serie sia o meno convergente.
Cominceremo allora con l’esaminare le serie a termini non negativi, che svolgeranno, come si
vedra’, un’importante funzione ausiliaria. Queste godono della seguente importante propriet’:
Teorema 2.1. Sia (an)n∈N una successione a valori in [0,+∞[. Allora la serie
∑∞
n=1 an e`
convergente o positivamente divergente. La convergenza si ha se e solo se la successione delle
somme parziali (sn)n∈N e` superiormente limitata.
Dimostrazione Poiche´ an ≥ 0 ∀n ∈ N e sn+1 = sn+an+1, la successione (sn)n∈N e` monotona
non decrescente. Esiste percio’ (finito o uguale a +∞) limn→∞ sn e tale limite coincide con
sup{an : n ∈ N} (inteso in senso generalizzato). In particolare, il limite e` finito se e solo se
(sn)n∈N e` superiormente limitata. 
Introduciamo ora alcuni criteri di convergenza (e non convergenza) per serie a termini non
negativi. Il principale e` il seguente
Teorema 2.2. (Criterio del confronto) Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni a valori in [0,+∞[,
tali che an ≤ bn ∀n0 ∈ N, per un certo n0 ∈ N. Allora:
(I) se la serie
∞∑
n=1
bn e’ convergente, lo e’ anche
∞∑
n=1
an;
(II) se la serie
∞∑
n=1
an non e’ convergente, non lo e’ neanche
∞∑
n=1
bn.
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Dimostrazione Sostituendo an con 0 se n ≤ n0 e applicando la Proposizione 1.1, si vede che
non e` restrittivo supporre an ≤ bn ∀n ∈ N.
Per n ∈ N, poniamo sn :=
n∑
k=1
ak, tn :=
n∑
k=1
bk. Allora, sn ≤ tn. Segue percio’ imme-
diatamente che, se (tn)n∈N e` superiormente limitata, lo e` anche (sn)n∈N, mentre, se (sn)n∈N
non e` superiormente limitata, non lo e` neanche (tn)n∈N. Le conclusioni sono percio’ immediata
conseguenza del teorema 1.1. 
Vediamo ora due criteri ”operativi” che seguono dal criterio del confronto.
Teorema 2.3. (Criterio della radice) Sia (an)n∈N una successione a valori in [0,+∞[ tale che
esiste l := lim
n→+∞
n
√
an. Allora:
(I) se 0 ≤ l < 1, la serie
∞∑
n=1
an e` convergente;
(II) se l > 1, la serie
∞∑
n=1
an e` positivamente divergente.
Dimostrazione Proviamo (I). Fissiamo q ∈ R e tale che l < q < 1. Allora esiste n0 ∈ N tale
che, ∀n ∈ N, n > n0, si ha
n
√
an < q,
da cui
an < q
n.
Il risultato segue allora dal criterio del confronto e dall’esempio 1.1.
(II) si dimostra seguendo la stessa idea: fissiamo q ≥ 1 e tale che q < l. Allora esiste n0 ∈ N
tale che, ∀n ∈ N, n > n0, si ha
n
√
an > q,
da cui
an > q
n.
Il risultato segue allora ancora dal criterio del confronto e dall’esempio 1.1. 
Esempio 2.1. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
an
nn
,
per a ∈ R+. Si ha
n
√
an
nn
=
a
n
→ 0(n→ +∞).
Dunque, per ogni a ∈ R+ questa serie e` convergente.
Osservazione 2.1. Si osservi che nel teorema 2.3 non e` stato considerato il caso l = 1. Cio’
dipende dal fatto che in tal caso il criterio risulta inefficace. Infatti si possono dare esempi con
l = 1 in corrispondenza dei quali la serie e` convergente, e altri esempi, sempre con l = 1, tali
che la serie non e` convergente. Cosi’, se an =
1
n , la serie non e` convergente (vedi l’esempio 1.2).
Se invece an =
1
n2
, la serie e` convergente, come vedremo tra poco.
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Teorema 2.4. (Criterio del rapporto) Sia (an)n∈N una successione a valori in ]0,+∞[ tale che
esiste l := lim
n→+∞
an+1
an
. Allora:
(I) se 0 ≤ l < 1, la serie
∞∑
n=1
an e’ convergente;
(II) se l > 1, la serie
∞∑
n=1
an e’ positivamente divergente.
Dimostrazione Verifichiamo solo (I). La dimostrazione di (II) segue la stessa idea.
Fissiamo q ∈ R e tale che l < q < 1. Allora esiste n0 ∈ N tale che, ∀n ∈ N, n > n0, si ha
an+1
an
< q.
Per n > n0, si ha allora
an = an0+1 ·
an0+2
an0+1
· ... · an−1
an−2
· an
an−1
< an0+1q
−n0−1qn.
Il risultato segue allora dal criterio del confronto, dall’esempio 1.1 e dal teorema 1.2(II) (con
c = an0+1q
−n0−1). 
Esempio 2.2. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
an
n!
,
con a ∈ R+. Si ha
an+1
(n+1)!
an
n!
=
a
n+ 1
→ 0 (n→ +∞).
Dunque, per ogni a ∈ R+ questa serie e` convergente.
Osservazione 2.2. Anche per il criterio del rapporto vale un’osservazione analoga alla 2.1,
relativa al caso l = 1, con i medesimi esempi.
Esempio 2.3. Studiamo la convergenza della serie armonica generalizzata
∞∑
n=1
1
nα
,
al variare di α in R+. Innanzi tutto, si verifica facilmente che i criteri della radice e del rapporto
sono inefficaci, in quanto forniscono entrambi l = 1. Vogliamo in realta’ dimostrare che c’e` la
convergenza se e solo se α > 1. Sappiamo gia’ che, se α = 1, la serie non converge (esempio 1.2).
Allora, applicando il criterio del confronto, vediamo subito che, se α ≤ 1, la serie non converge.
Infatti si verifica immediatamente che, in questo caso,
1
n
≤ 1
nα
∀n ∈ N.
Sia ora α > 1. Osserviamo che, se n > 1,
1
nα
≤ 1
xα
∀x ∈ [n− 1, n].
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Integrando quest’ultima disuguaglianza su [n− 1, n], otteniamo
1
nα
≤
∫ n
n−1
1
xα
dx =
(n− 1)1−α − n1−α
α− 1 .
Ne segue che, se n ≥ 2,
sn =
n∑
k=1
1
kα
≤
≤ 1 +
n∑
k=2
(k − 1)1−α − k1−α
α− 1 = 1 +
1− n1−α
α− 1 <
< 1 +
1
α− 1 =
α
α− 1 .
Dunque, la successione (sn)n∈N e` superiormente limitata. Otteniamo allora che la serie e` con-
vergente applicando il teorema 2.1.
Dall’esempio 2.3 e dal citerio del confronto, otteniamo facilmente il seguente ulteriore criterio:
Corollario 2.1. Siano (an)n∈N una successione in R+, α > 0 e valga
lim
n→+∞ ann
α = l,
con l ∈ [0,+∞]. Allora:
(I) se α > 1 e l < +∞, la serie
∞∑
n=1
an e` convergente;
(II) se α ≤ 1 e l > 0, la serie
∞∑
n=1
an e` positivamente divergente.
Dimostrazione Per verificare (I), fissiamo l” ∈ R, l” > l. Allora esiste n0 ∈ N tale che, se
n > n0, vale ann
α < l”, da cui an <
l”
nα .
Per quanto riguarda (II), fissiamo l′ ∈ R, l′ < l. Allora esiste n0 ∈ N tale che, se n > n0,
vale ann
α > l′, da cui an > l
′
nα . 
Esempio 2.4. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
5n+ cos(n)
3 + 2n3
.
Si ha
5n+ cos(n)
3 + 2n3
n2 =
5n3 + n2 cos(n)
3 + 2n3
=
5 + cos(n)n
2 + 3
n3
→ 5
2
(n→ +∞).
Quindi la serie e` convergente.
Esempio 2.5. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
1√
n2 + n
.
Si ha
1√
n2 + n
· n =
√
n2
n2 + n
→ 1 (n→ +∞).
Quindi la serie e` positivamente divergente.
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Esercizi
Esercizio 2.1. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
(I)
∞∑
n=1
1
n(n+1) ;
(II)
∞∑
n=1
nαan, al variare di α in R e a in R+;
(III)
∞∑
n=1
n!
nn ;
(IV )
∞∑
n=1
n+3
2n3+2n+2
;
(V )
∞∑
n=1
ln(n)
nα al variare di α in R
+;
(V I)
∞∑
n=1
1√
n3+n
;
(V II)
∞∑
n=1
n+ln(n)
(n+cos(n))3
;
(V III)
∞∑
n=1
2n+1
3n+1 ;
(IX)
∞∑
n=1
ln(1 + 1nα ) al variare di α in R;
(X)
∞∑
n=1
(1− cos( 1nα )) al variare di α in R+.
3 Serie a termini di segno variabile
Discutiamo ora brevemente la convergenza per serie a termini di segno variabile.
Cominciamo con la seguente
Definizione 3.1. Sia
∞∑
n=1
an una serie a termini reali. Diremo che e` assolutamente conver-
gente se la serie
∞∑
n=1
|an| e` convergente.
Teorema 3.1. Ogni serie assolutamente convergente e` convergente.
Dimostrazione Sia
∞∑
n=1
an una serie assolutamente convergente. Per n ∈ N, poniamo
a+n :=
{
an se an ≥ 0,
0 se an < 0,
a−n :=
{ −an se an ≤ 0,
0 se an > 0.
E´ facile verificare che:
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(a) a+n e a
−
n sono non negativi e al piu’ uguali a |an|;
(b) an = a
+
n − a−n ∀n ∈ N.
Da (a) e dal criterio del confronto (teorema 2.2) segue che le serie
∞∑
n=1
a+n e
∞∑
n=1
a−n sono
convergenti. Il teorema 1.2 si fornisce allora la conclusione. 
Esempio 3.1. In base all’esempio 2.2 possiamo dire che per ogni a ∈ R la serie
∞∑
n=1
an
n!
e`
convergente.
Osservazione 3.1. Il teorema 3.1 non si puo’ invertire: vedremo tra poco che una serie puo’
essere convergente senza essere assolutamente convergente. Tuttavia, il teorema suddetto for-
nisce una condizione sufficiente di convergenza assai rilevante, soprattutto perche´ consente di
ricondursi al caso di serie a termini non negativi per le quali, come abbiamo visto nella sezione
2, esistono parecchi metodi efficaci di studio.
Vediamo un solo criterio di convergenza non assoluta:
Teorema 3.2. (Criterio di Leibniz) Sia, per n ∈ N, an = (−1)nbn, con bn ≥ 0, bn+1 ≤ bn
∀n ∈ N e lim
n→+∞ bn = 0. Allora la serie
∞∑
n=1
an e` convergente.
Dimostrazione Consideriamo innanzi tutto la successione delle somme parziali di indice pari
(s2n)n∈N. Si ha
s2(n+1) = s2n − b2n+1 + b2n+2 ≤ s2n,
essendo b2n+2 ≤ b2n+1. Dunque la successione (s2n)n∈N e` non crescente. Essa ammette perci’o
un certo limite l1 ∈ [−∞,+∞[.
Consideriamo invece la successione delle somme parziali di indice dispari (s2n+1)n∈N. Si ha
s2(n+1)+1 = s2n+1 + b2n+2 − b2n+3 ≥ s2n+1.
Dunque la successione (s2n+1)n∈N e` non decrescente. Essa ammette allora un certo limite l2 ∈
]−∞,+∞]. D’altra parte,
s2n+1 − s2n = −b2n+1 → 0 (n→ +∞).
Ne segue che l1 = l2. Se indichiamo con l il valore comune a l1 e a l2, si ha che l ∈ R e si verifica
facilmente che la successione delle somme parziali (sn)n∈N tende a l. 
Esempio 3.2. Sia α ∈ R+. Studiamo la convergenza della serie
∞∑
n=1
(−1)n
nα
.
In base all’esempio 2.3, se α > 1, la serie e` assolutamente convergente. D’altra parte, si vede
subito che, qualunque sia α, le ipotesi del criterio di Leibniz sono soddisfatte, se poniamo
bn =
1
nα
.
Percio’, qualunque sia α in R+, la serie e` convergente. Si osservi che, se α ≤ 1, la serie non
e` assolutamente convergente. Abbiamo dunque un controesempio alla questione sollevata con
l’osservazione 3.1.
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Osservazione 3.2. In virtu’ della Proposizione 1.1, non e` in realta’ necessario che la successione
(bn)n∈N soddisfi le condizioni richieste per ogni n. Basta che cio’ avvenga per n > n0, per qualche
n0 ∈ N. Piu’ precisamente, basta richiedere che esista n0 ∈ N tale, che, per n > n0, bn ≥ 0 e
bn+1 ≤ bn. Naturalmente, l’ipotesi lim
n→+∞ bn = 0 non puo’ essere omessa, in forza del teorema
1.1.
Vogliamo, ad esempio, studiare la convergenza della serie
∞∑
n=1
(−1)n n− 2
n2 + n
.
Per n ≥ 2, si ha
|(−1)n n− 2
n2 + n
| = n− 2
n2 + n
.
Poiche´ vale
lim
n→+∞
n− 2
n2 + n
· n = 1,
per il corollario 2.1(II), la serie in questione non e` assolutamente convergente.
Poniamo
bn :=
n− 2
n2 + n
.
Si ha bn ≥ 0 per n ≥ 2. Poniamo poi f : R+ → R, f(x) = x−2x2+x . Si ha, per x > 0,
f ′(x) = −2x
2 − 2x− 1
(x2 + x)2
.
Si ha f ′(x) < 0 per x > 1 +
√
2. Poiche´ 1 +
√
2 < 3, possiamo dire che, per n ≥ 3, bn > bn+1.
Infine, lim
n→+∞bn = 0. Possiamo allora applicare il criterio di Leibniz e concludere che la serie e`
convergente.
Esercizi
Esercizio 3.1. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
(I)
∞∑
n=1
(−1)n nn+1 ;
(II)
∞∑
n=1
n+1+(−1)nn2
n3
;
(III)
∞∑
n=1
(−1)n
√
n+(−1)n
n ;
(IV )
∞∑
n=1
cos(pi
2
n)
n ;
(V )
∞∑
n=1
sin(ln(n))
n2 ln(n)
;
(V I)
∞∑
n=1
sin(n)+(−1)nn
n2
;
(V II)
∞∑
n=1
n+7
n3−8n ;
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(V III)
∞∑
n=1
(15 +
3
n)
n;
(IX)
∞∑
n=1
(−1)n+1 n
(n+1)2
;
(X)
∞∑
n=1
(−1)n(pi2 − arctan(n)).
4 Rappresentazione decimale dei numeri reali
Nell’ambito delle serie si inserisce la rappresentazione decimale dei numeri reali.
Cominciamo con un esempio molto conosciuto: si usa dire che pi = 3, 1415.... Con cio’ si
deve intendere che esiste per ogni n ∈ N un numero an ∈ {k ∈ N0 : k < 10}, in modo che
pi = 3 +
∞∑
n=1
an
10n
. (4.1)
Si ha inoltre a1 = 1, a2 = 4, a3 = 1, a4 = 5, eccetera. In generale, vale il seguente
Teorema 4.1. Consideriamo [0, 1[= {a ∈ R : 0 ≤ a < 1}. Allora esiste ed e’ unica una
successione (an)n∈N tale che
(a) ∀n ∈ N an ∈ {0, . . . , 9} = {k ∈ N0 : k < 10};
(b) a =
∑∞
n=1
an
10n ;
(c) an non e’ mai definitivamente uguale a 9, cioe’ ∀n0 ∈ N esiste n1 > n0, con an1 6= 9;
Inoltre la funzione a→ (an)n∈N e’ una biiezione tra [0, 1[ e l’insieme delle successioni (an)n∈N
soddisfacenti (a) e (c).
Dimostrazione Dimostriamo il teorema in vari passi.
Primo passo: costruiamo, dato a ∈ [0, 1[, una successione (an)n∈N verificante (a)-(b)-(c).
Poniamo
a1 := max{l ∈ {0, . . . , 9} : l
10
≤ a}.
Dalla definizione segue subito che a110 ≤ a. Verifichiamo che a < a110 + 110 . Cio’ segue ancora dalla
definizione di a1 se a1 ≤ 8. Se a1 = 9, si ha a110 + 110 = 1 > a.
Poniamo adesso
a2 := max{l ∈ {0, . . . , 9} : a1
10
+
l
102
≤ a}.
Osserviamo che l’insieme a secondo membro e` finito e non vuoto, perche` contiene almeno 0.
Quindi a2 e` ben definito. Dalla definizione segue subito che
a1
10 +
a2
102
≤ a. Verifichiamo che
a < a110 +
a2
102
+ 1
102
. Cio’ segue ancora dalla definizione di a2 se a2 ≤ 8. Se a2 = 9, si ha
a1
10
+
a2
102
+
1
102
=
a1
10
+
1
10
> a.
In generale, si puo’ costruire una successione (an)n∈N a valori in {0, . . . , 9} tale che ∀n ∈ N
n∑
k=1
ak
10k
=
a1
10
+
a2
102
+ · · ·+ an
10n
≤ a <
n∑
k=1
ak
10k
+
1
10n
. (4.2)
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Infatti, supponiamo di aver determinato a1, . . . , an in {0; . . . , 9} tali che
a1
10
+
a2
102
+ · · ·+ an
10n
≤ a <
n∑
k=1
ak
10k
+
1
10n
.
Determiniamo an+1 ∈ {0; . . . , 9} tale che
a1
10
+
a2
102
+ · · ·+ an
10n
+
an+1
10n+1
≤ a <
n+1∑
k=1
ak
10k
+
1
10n+1
.
Poniamo
an+1 := max{l ∈ {0, . . . , 9} :
n∑
k=1
ak
10k
+
l
10n+1
≤ a}.
Come prima si vede che an+1 e` ben definito. Inoltre
n+1∑
k=1
ak
10k
≤ a.
Cio’ segue subito dalla definizione se an+1 ≤ 8. Se an+1 = 9,∑n+1
k=1
ak
10k
+ 1
10n+1
=
∑n
k=1
ak
10k
+ 9
10n+1
+ 1
10n+1
=
∑n
k=1
ak
10k
+ 110n > a.
Verifichiamo ora che, se (an)n∈N e` la successione che abbiamo costruito, si ha
∞∑
k=1
ak
10k
= a.
Posto infatti
sn :=
n∑
k=1
ak
10k
,
si ha
0 ≤ a− sn < 1
10n
,
da cui |sn − a| < 110n , che tende a 0 per n→ +∞.
Verifichiamo che (an)n∈N gode della proprieta’ (c). Supponiamo, per assurdo, che sia an = 9
per ogni n > n0, con n0 ∈ N. Si ha allora, ricordando l’esempio 1.1,
a =
∞∑
k=1
ak
10k
=
n0∑
k=1
ak
10k
+
∞∑
k=n0+1
9
10k
=
n0∑
k=1
ak
10k
+
9
10n0
∞∑
k=1
1
10k
=
n0∑
k=1
ak
10k
+
1
10n0
,
in contraddizione con (4.2).
Secondo passo: verifichiamo che esiste un’unica successione (an)n∈N soddisfacente (a)-(b)-
(c).
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A tale scopo, basta far vedere che, se (an)n∈N e (bn)n∈N sono successioni a valori in {0, . . . , 9}
entrambe soddisfacenti (c) e non coincidenti, le somme
∑∞
n=1
an
10n e
∑∞
n=1
bn
10n sono diverse.
Supponiamo, infatti, che sia an = bn se n < n0 e an0 < bn0 . Poniamo
a =
∞∑
n=1
an
10n
, b =
∞∑
n=1
bn
10n
.
Verifichiamo che a < b. Sia n1 > n0 tale che an1 6= 9. Segue, per p ≥ n1,
p∑
k=n0+1
ak
10k
≤
p∑
k=n0+1
9
10k
− 1
10n1
.
Passando al limite, per p→ +∞, otteniamo
∞∑
k=n0+1
ak
10k
≤
∞∑
k=n0+1
9
10k
− 1
10n1
=
1
10n0
− 1
10n1
.
Dunque
a =
∑∞
n=1
an
10n =
∑n0−1
n=1
an
10n +
an0
10n0 +
∑∞
n=n0+1
an
10n
≤∑n0−1n=1 an10n + an0+110n0 − 110n1 ≤∑n0n=1 bn10n − 110n1 ≤ b− 110n1 < b.
Terzo passo: verifichiamo, infine, che l’applicazione a → (an)n∈N e’ una biiezione tra [0, 1[
e l’insieme delle successioni (an)n∈N soddisfacenti (a) e (c).
L’iniettivita’ segue immediatamente da (b). Quanto alla suriettivita’, sia (an)n∈N una suc-
cessione in {0, . . . , 9} tale che, ∀n0 ∈ N, esiste n1 > n0 tale che an1 6= 9. Poniamo
a :=
∞∑
n=1
an
10n
.
Verifichiamo che 0 ≤ a < 1. La prima disuguaglianza e` ovvia. Quanto alla seconda, sia n0 ∈ N
tale che an0 6= 9. Segue
a =
∑∞
n=1
an
10n =
∑n0
n=1
an
10n +
∑∞
n=n0+1
an
10n ≤
∑n0
n=1
9
10n − 110n0 +
∑∞
n=n0+1
9
10n
= 9
∑∞
n=1
1
10n − 110n0 = 1− 110n0 < 1.
Sono percio’ soddisfatte le tre condizioni (a)-(b)-(c). Per il secondo passo, (an)n∈N coincide con
la successione costruita nel primo passo.

Osservazione 4.1. Se lasciamo cadere la condizione (c), la rappresentazione decimale di a ∈
[0, 1[ nella forma (b) non e` necessariamente univocamente determinata. Si ha, ad esempio,
1
10
=
∞∑
n=1
an
10n
=
∞∑
n=1
bn
10n
con a1 = 1, an = 0 per n > 1, bn = 9 ∀n ∈ N. In parole povere,
1
10
= 0, 1000... = 0, 09999....
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Sia a ∈ R. Chiamiamo parte intera di a il numero intero
[a] := max{k ∈ Z : k ≤ a}. (4.3)
Allora il teorema 4.1 ammette la seguente estensione:
Teorema 4.2. Sia a ∈ R, a ≥ 0. Allora esiste ed e’ unica una successione (an)n∈N tale che
(a) ∀n ∈ N an ∈ {0, . . . , 9} = {k ∈ N0 : k < 10};
(b) a = [a] +
∑∞
n=1
an
10n ;
(c) an non e’ mai definitivamente uguale a 9, cioe’ ∀n0 ∈ N esiste n1 > n0, con an1 6= 9.
Il numero naturale 10 non riveste alcun ruolo privilegiato. Il teorema 4.1 ammette la seguente
generalizzazione, con analoga dimostrazione:
Teorema 4.3. Sia p ∈ N, p ≥ 2. Allora esiste ed e’ unica una successione (an)n∈N tale che
(a) ∀n ∈ N an ∈ {0, . . . , p− 1} = {k ∈ N0 : k < p};
(b) a =
∑∞
n=1
an
pn ;
(c) an non e’ mai definitivamente uguale a p−1, cioe’ ∀n0 ∈ N esiste n1 > n0, con an1 6= p−1;
Inoltre la funzione a→ (an)n∈N e’ una biiezione tra [0, 1[ e l’insieme delle successioni (an)n∈N
soddisfacenti (a) e (c).
Concludiamo verificando che sia Q che R \Q sono ”densi” in R nel senso seguente:
Teorema 4.4. Siano a e b in R, con a < b. Allora ]a, b[∩Q 6= ∅ e ]a, b[∩(R \Q) 6= ∅.
Dimostrazione Sia c := a+b2 . c ∈]a, b[. Se c = 0, abbiamo che ]a, b[∩Q 6= ∅. Supponiamo
c > 0. Consideriamo lo sviluppo decimale [c]+
∑∞
n=1
an
10n di c descritto nel teorema 4.2. Poniamo,
dato n ∈ N,
cn := [c] +
n∑
k=1
ak
10k
.
Allora cn ∈ Q per ogni n ∈ N e lim
n→+∞cn = c. Sappiamo gia’ che cn ≤ c < b ∀n ∈ N. Poiche’
lim
n→+∞ cn = c,
esiste n0 ∈ N tale che, se n > n0, cn > a. Con tale scelta di n, si ottiene a < cn < b, da cui
]a, b[∩Q 6= ∅ se c ≥ 0.
Se c < 0, col procedimento ora descritto si puo’ costruire una successione di numeri razionali
(cn)n∈N convergente a −c. Allora la successione (−cn)n∈N e` a termini razionali e converge a c.
Dunque, per n abbastanza grande, vale a < −cn < b. Verifichiamo, infine, che ]a, b[∩(R\Q) 6= ∅.
Cio’ e` certamente vero se c 6∈ Q. Se c ∈ Q, poniamo, per n ∈ N,
cn := c+
√
2
n
.
Allora e` facile verificare che, qualunque sia n, cn 6∈ Q (vedi l’esercizio 4.1) e che vale lim
n→+∞cn = c.
L’appartenenza di cn ad ]a, b[ per n grande segue nel solito modo.
Esercizi
Esercizio 4.1. Dimostrare che, se c ∈ Q, ∀n ∈ N c+
√
2
n 6∈ Q.
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